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INTRODUCTION
S i n c e  t h e  d i s c o v e r y  o f  t h e  n e u t r o n ,  a b o u t  f o u r  d e c a d e s  a g o ,
the  de terminat ion  o f  the  nuc leon-nuc leon in te rac t ion  has  been one
o f  t h e  o u t s t a n d i n g  p r o b l e m s  i n  p h y s i c s .  D e s p i t e  m u c h  e f f o r t ,  t h e
q u e s t i o n  h a s  b e e n  t o d a y  o n l y  p a r t i a l l y  r e s o l v e d .  A t t e m p t s  t o
der ive  the  nuc leon-nuc leon (NN)  po ten t ia l  f rom re la t i v is t i c  f ie ld
theory  have so  fa r  converged to  a  un ique answer  on ly  in  the  reg ion
beyond x  2  fm,  where  one p ion  exchange dominates  the  in te rac t ion .
At  the  same t ime,  and increas ing ly  gu ided by  boson exchange-
theor ies ,  there  have been a t tempts  to  genera te  semi -phenomeno log ic -
a 1  p o t e n t i a l s  w h i c h  f i t  t h e  k n o n n  N - N  b o u n d  s t a t e  a n d  s c a t Ë e r i n g
p r o p e r t i e s .  B u t  a l s o  t h i s  p r o c e d u r e  d o e s  n o t  y i e l d  a  u n i q u e  s o l u -
t i o n .  V e r y  d i f f e r e n t  p o t e n t i a l s  c a n  b e  c o n s t r u c t e d  w h i c h  f i t  t h e
d a t a  e q u a l l y  w e 1 1 .  I n  o r d e r  t o  d i s c r i m i n a E e  b e t \ r e e n  v a r i o u s  m o d e l s
f o r  t h e  i n t e r a c t i o n ,  o n e  h a s  t o  p e r f o r m  c a l c u l a t i o n s ,  i n v o l v i n g
m o r e  t h a n  t v u o  p a r t i c l e s ,  s u c h  a s  t h e  b i n d i n g  e n e r g y  a n d  d e n s i t y
o f  n u c l e a r  m a t t e r ,  B r e m - s t r a h l u n g ,  o r  n u c l e a r  r e a c t i o n s .
In  th is  respec t  the  th ree-body  sys tem has  been very  popu lar ,
s i n c e  w e  h a v e  h e r e  a  m a t h e m a t i c a l l y  r i g o r o u s  t h e o r y ,  a n d  i f  o n e
accepts  the  l i rn i ta t ions  o f  non- re la t i v is t i c  quantum mechan ics ,  no
fur ther  approx imat ions  have to  be  made.  Three-body  fo rces ,  wh ich
a r e  g e n e r a l l y  n o t  t a k e n  i n t o  a c c o u n t ,  c a n  a l s o  b e  t r e a t e d
e x a c t l y .  C a l c u l a t i o n s  i n v o l v i n g  È h r e e  p a r t i c l e s ,  w i t h  r e a l i s t i c
l o c a l  p o t e n t i a l s ,  a r e  v e r y  c o m p l i c a t e d ,  a n d  r e q u i r e  l a r g e  á n d  f a s t
computers ,  wh ich  have become ava i lab le  on ly  in  the  las t  few years .
F o r  s e p a r a b l e  p o t e n t i a l s ,  o r  s e p a r a b l e  a p p r o x i m a t i o n s  t o
l o c a l  p o t e n t i a l s ,  t h e  t h r e e - b o d y  e q u a t i o n s  r e d u c e  t o  a  s e t  o f
coup led  two-body  equat ions ,  thereby  reduc ing  the  computa t iona l  com-
p l e x i t y  b y  a  l a r g e  a m o u n t .
In  ehapter  3  o f  th is  thes is  we d iscuss  some separab le  approx i -
m a È i o n s  t o l o c a l  p o t e n t i a l s .  I n  o r d e r  t o  i n v e s t i g a t e  t h e  a p p l i c a b i -
l i t y  o f  t h e s e  a p p r o x i m a t i o n s  i n  t h r e e - b o d y  c a l c u l a t i o n s ,  w e  u s e d
them to  ca lcu la t .e  the  b ind ing  energy  and low energy  phase-sh i f ts
f o r  a  s y s t e m  o f  t h r e e  i d e n t i c a l  b o s o n s .  T h e  p o t e n t i a l s  r ^ 7 e  c o n s i d e r -
e d  a r e  b y  n o  m e a n s  r e a l i s t i c ,  s i n c e  t h e y  o n l y  c o n t a i n  a n  S - w a v e
p a r t ,  a n d  n o  h a r d  c o r e .  O n e  o f  t h e  a p p r o x i m a t i o n s ,  t h e  u n i t a r y  p o l e
expans ion ,  appeared to  be  favourab le ,  s ince  i t  has  a  s i Ínp le  energy
independent  fo rm,  and g ives  a  good convergence to  the  exac t  so lu -
t i o n  o f  t h e  l o c a l  p o t e n t i a l .
I f  o n e  c o m p a r e s  t h r e e - b o d y  p r o p e r t i e s  c a l c u l a t e d  w i t h  d i f f e r -
e n t  p h e n o m e n o l o g i c a l  p o t e n t i a l s ,  i t  i s  h a r d  t o  i n t e r p r e t  t h e
r e s u l t s ,  s i n c e  t h e  d i f f e r e n c e  m a y  b e  d u e  t o  v a r i o u s  e f f e c t s .  T h e
N - N  p h a s e - s h i f t s  a r e  i n  g e n e r a l  n o t  e x a c È l y  e q u a l ,  e s p e c i a l l y  i n
the  h igh  energy  reg ion ,  where  a  po ten t ia l  mode l  i s  known to  be  in -
cor rec t ;  fu r thermore  the  po ten t ia ls  may have a  very  d i f fe ren t  fo r rn
a t  s x 0 a 1 l  d i s t a n c e s .  T h e r e f o r e  i t  i s  u s e f u l  t o  p e r f o r m  r n o d e l  c a l c u -
l a t i o n  w i t h  f a m i l i e s  o f  p o t e n t i a l s  w h i c h  d i f f e r  i n  o n l y  o n e  r e s p e c E .
H e r e  o n e  c a n  t a k e  a d v a n t a g e  o f  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  s o l v i n g  t h e
i n v e r s e  s c a t t e r i n g  p r o b l e r n l  i n  c e r t a i n  c a s e s  o n e  c a n  c o n s t r u c t  p o -
t e n t i a l s  w h i c h  e x a c t l y  y i e l d  a  p r e s c r i b e d  p h a s e - s h i f t .  I n  c h a p t e r
4  w e  g i v e  a  d e s c r i p t i o n  o f  F i e d e l d e y t s  s o l u t i o n  o f  t h e  i n v e r s e
s c a t t e r i n g  p r o b l e m  f o r  r a n k  t w o  s e p a r a b l e  p o t e n t i a l s .  W e  u s e d  t h e
m e t h o d  t o  i n v e s t i g a t e  t h e  s e n s i t i v i t y  o f  t h e  t r i t o n  b i n d i n g  e n e r g y
a n d  t h e  n - d  s c a t t e r i n g  l e n g t h s ,  w i t h  r e s p e c t  t o  c h a n g e s  i n  t h e
p o t e n Ë i a 1 s .  T h e s e  c a l c u l a t i o n s  w e r e  p e r f o r m e d  f o r  a  s i m p l - e  m o d e l
o f  a  s e p a r a b l e  p o t e n t i a l  l i m i t e d  t o  t h e  s i n g l e r  a n d  u n c o u p l e d
t r i p l e t  S - w a v e  c h a n n e l s .  h r e  s t u d i e d  h e r e  t h e  o f f - s h e 1 1  e f f e c t s ,
and the  e f fec ts  o f  var ia t ions  in  the  h igh  energy  two-body  phase-
s h i . f t s .  I t  t u r n e d  o u t  t h a t  i t  i s  p o s s i b l e  t o  g e t  v a r i a t i o n s  o f
a b o u t  2 . 5  M e V  i n  t h e  t r i t o n  b i n d i n g  e n e r g y  d u e  t o  d i f f e r e n t  o f f -
s h e 1 1  b e h a v i o u r  o f  t h e  p o t e n t i a l .  H o w e v e r ,  t h e  i n t e r a c t i o n s  w h i c h
y i e l d  t h e  l a r g e s t  e f f e c t s  a p p e a r  t o  b e  p a t h o l o g i c a l  i n  a  c e r t a i n
s e n s e ,  a n d  m u s t  b e  r e j e c t e d  o n  p h y s i c a l  g r o u n d s .  T h e  v a r i a t i o n  i n
E T  d u e  t o  a c c e p Ë a b l e  p o t e n t i a l s  i s  a b o u t  1 . 5  M e V  a n d  c a n  p r i m a r i l y
b e  a s c r i b e d  t o  d i f f e r e n t  s i n g l e t  i n t e r a c t i o n s ,  T h e  d o u b l e t  s c a t t e r -
i n g  l e n g t h s  c a l c u l a t e d  w i t h  t h e s e  p o t e n t i a l s  s h o w  a  l i n e a r  r e l a t i o n -
s h i p  t o  t h e  t r i t o n  b i n d i n g  e n e r g y ;  a l l  p o i n t s  a r e  n e a r l y  o n  t h e  s o -
c a I I e d  y n r - I I ] . D s  I r n e .
W e  a l s o  i o u r r d  a  c o n s i d e r a b l e  e f f e c t  o f  d i f f e r e n t  h i g h  e n e r g y
t w o - b o d y  p h a s e - s h i f t s  o n  E 1  a n d  2 a .  T h e  q u a r t e t  s c a t t e r i n g  l e n g i i t
i s  e s s e n t i a l l y  n o t  i n f l u e n c e d  b y  d i f f e r e n t  o f f - s h e 1 1  a n d  h i g h  e n e r -
gy  behav iour  o f  the  poÈent ia ls .  The var ia t ion  in  E1 and 2a  due to
d i f f e r e n t  t r i p l e t  i n t e r a c t i o n s  a p p e a r e d  t o  b e  s t r o n g l y  c o r r e l a t e d
to  the  deuteron  wave func t íon .  By  means o f  a  var ia t iona l  p rocedure
w e  c o n s t r u c t e d  d i f f e r e n t  p o t e n t i a l s  w h i c h  g a v e  i d e n t i c a l  d e u t e r o n
w a v e  f u n c t i o n s ,  a n d  i t  t u r n e d  o u t  t h a t  t h i s  i s  a  s t r o n g  c o n s t r a i n t
o n  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  o b t a i n i n g  o f f - s h e 1 1  e f f e c r s .
In  o rder  to  so lve  th ree-body  equat ions  one needs the  two-par -
t i c l e  T * m a t r i x  f o r  e n e r g i e s  v a r y i n g  f r o m  t h e  t h r e e - b o d y  c e n t r e - o f -
m a s s  e n e r g y  t o  m i n u s  i n f i n i t y .  C a l c u l a t i o n s  a t  h i g h e r  e n e r g i e s  i n -
v o l v e  c o n s e q u e n t l y  a  l a r g e r  p a r t  o f  t h e  t w o - b o d y  i n t e r a c t i o n s .  T h e
n e u t r o n  d e u t e r o n  b r e a k u p  c r o s s - s e c t i o n s  a r e  r e l a t e d  t o  t h e  t h r e e -
b o d y  o f f - s h e 1 1  e l a s t i c  s c a t t e r i n g  a m p l i t u d e s .  T h e r e f o r e  o n e  m a y
e x p e c t  t o  f i n d  a  h i g h e r  s e n s i t i v i t y  t o  d e t a i l s  o f  t h e  n u c l e a r  f o r c e
in  the  c ross-sec t ion  above breakup th resho ld  than tha t  found in  the
t r i t o n  b i n d i n g  e n e r g y .  H o w e v e r ,  t h r e e - b o d y  c a l c u l a t i o n s  a b o v e  t h e
t h r e s h o l d  a r e  v e r y  c o m p l i c a t e d ,  e v e n  f o r  s e p a r a b l e  i n t e r a c t i o n s ,
s i n c e  t h e  e f f e c t i v e  p o t e n t i a l s  h a v e  l o g a r i t h m i c  s i n g u l a r i t i e s  i n
t h i s  r e g i o n ,  w h i c h  i s  a  r e f l e c t i o n  o f  t h e  f a c t  t h a t  f i n a l  s t a t e s
w i t h  t h r e e  f r e e  n u c l e o n s  a r e  p o s s i b l e .
I n  s e c t i o n  5  w e  p r e s e n t  a  m e t h o d  t o  p e r f o r m  b r e a k u p  c a l c u l a -
t i o n s ,  w h i c h  w e  u s e d  t o  e x t e n d  t h e  i n v e s t i g a t i o n s  o f  c h a p t e r  4 .  I t
a p p e a r e d  t h a t ,  a t  l 4 . l  M e V ,  t h e  c r o s s - s e c t i o n s  a r e  m o r e  s e n s i t i v e
than the  t r i ton  b ind ing  energy  to  o f f -she l1  and h igh  energy  var ia -
t i o n s  o n l y  i n  a  f e w  s e l e c t e d  r e g i o n s  o f  p h a s e  s p a c e .  I n  g e n e r a l
the  th ree-body  sys tem is  la rge ly  de termined by  the  low energy  N-N
p h a s e - s h i f t s .  T h e  c a l c u l a t i o n s  o f  c r o s s - s e c t i o n  a t  s t i 1 1  h i g h e r
e n e r g i e s  a r e  h a r d  t o  p e r f o r m ,  s i n c e  m a n y  p a r t i a l  w a v e s  a r e  n e e d e d ,
f u r t h e r m o r e  r e l a t i v i s t i c  e f f e c t s  b e c o r n e  i m p o r t a n t ,  a n d  u p  t o  n o w
)
there  is  no  accura te  r ' ray  to  take  these in to  account .
T h e  r e s u l t s  o f  t h e  t h r e e - n u c l e o n  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  l a s t
d e c a d e  h a v e  b e e n  a  g r e a t  s u c c e s s  a n d ,  i n  a  c e r t a i n  s e n s e ,  a  f a i l u r e
a t  t h e  s a m e  t i m e .  I t  a p p e a r e d  t o  b e  p o s s i b l e  t o  f i t  t h e  t h r e e - b o d y
d a t a  w i t h  d i f f e r e n t  a n d  r a t h e r  s i m p l e  p o t e n t i a l s ,  w h i c h  m e a n s  t h a t
t h e  t h r e e - b o d y  s y s t e m  c a n n o t  p r o v i d e  v e r y  d e t a i l e d  i n f o r r n a t i o n
a b o u t  t h e  n u c l e o n - n u c l e o n  i n t e r a c t i o n .
H o w e v e r ,  t h e  t h r e e - n u c l e o n  r e s u l t s  h a v e  g r e a t l y  s t i m u l a t e d
i n t e r e s t  i n  s y s t e m s  w i t h  f o u r  o r  m o r e  p a r t i c l e s ,  s i n c e  o n  t h e  o n e
h a n d  o n e  m a y  h o p e  t h a t  i n  l i g h t  n u c l e i  m o r e  s e n s i t i v i t y  c a n  b e
f o u n d ,  a n d  o n  t h e  o t h e r  h a n d ,  o n e  c a n  e x p e c t  t h a t  s i m p l e  m o d e l s
w i l l  a l s o  w o r k  i n  t h i s  c a s e .  V a r i o u s  i n t e g r a l  e q u a t i o n s  f o r  t h e
N - b o d y  p r o b l e m  h a v e  b e e n  p r o p o s e d ,  a l l  s h a r i n g  t h e  p r o p e r t y  t h a t
t h e y  a r e  m u c h  t o o  c o m p l i c a t e d  t o  s o l v e  e x a c t l y .  H o w e v e r ,  i n  g e n e r a l
o n e  i s  n o t  i n t e r e s t e d  i n  t h e  c o m p l e t e  s o l u t i o n ,  b u t  o n l y  i n  t h e
t r a n s i t i o n  o p e r a t o r s  b e t w e e n  t \ . í o  o r  t h r e e - p a r t i c l e  c h a n n e l s ,  w h í c h
a r e  N - b o d y  o p e r a t o r s  i n t e g r a t e d  o v e r  t h e  i n t e r n a l  c o o r d i n a t e s  o f
t h e  p a r t i c l e s .
I n  c h a p t e r  6  w e  g i v e  a  d i s c u s s i o n  o f  t h e  a p p r o x i m a t i o n s  w h i c h
a r e  n e c e s s a r y  t o  r e d u c e  t h e  N - b o d y  e q u a t i o n  o f  R e d i s h  a n d  B e n c z e
t o  a n  e f f e c t i v e  t w o - b o d y  e q u a t i o n .  M a k i n g  a  f e w  m o r e  a s s u m p t i o n s ,
w e  a r r i v e  a t  a  m o d e l  f o r  s c a t t e r i n g  o f  c o m p l e x  n u c l e i  w h i c h  i s
v e r y  a n a l o g o u s  t o  t h e  A m a d o  m o d e l  f o r  t h e  n - d  s y s t e m .  I t  i s  h a r d
t o  g i v e  g e n e r a l  e s t i m a t e s  o f  t h e  q u a l i t y  o f  t h e  a p p r o x i m a t i o n s ,
e s p e c i a l l y  i n  t h e  e n e r g y  r e g i o n  w h e r e  f o u r  o r  m o r e  p a r t i c l e s  c a n
b e  f r e e .  T h e  a s s u m p t i o n  t h a t  w e  m a d e  i n  t h e  d e r i v a t i o n  o f  t h e
m o d e l ,  n a m e l y  t h a t  t h e  m a i n  p a r t  o f  t h e  i n t e r a c t i o n s  b e t w e e n
t w o  n u c l e i  i s  d u e  t o  o n e - p a r t i c l e  e x c h a n g e ,  a p p e a r e d  t o  b e
q u e s t i o n a b l e .
I n  c h a p t e r  7  w e  g i v e  t h e  r e s u l t s  o f  t h e  n e u t r o n - a l p h a  s c a t -
t e r i n g  c a l c u l a t i o n s  t h a t  w e  p e r f o r m e d  w i t h  t h i s  m o d e 1 .  W e  f o u n d  a
q u a l i t a t i v e  a g r e e m e n t  w i t h  t h e  e x p e r i m e n t a l  p h a s e - s h i f t s  b e l o r +
2 0  M e V ,  b u t  e s p e c i a l l y  t h e  o b s e r v e d  s p l i t t i n g  o f  t h e  P  I  l 2  a n d
P  3 / 2  p h a s e s  c o u l d  n o t  b e  r e p r o d u c e d .  I n  t h e  d i s c u s s i o n  o f  t h e s e
r e s u l t s  w e  g i v e  a r g u m e n t s  w h i c h  i n d i c a t e  t h a t  d o u b l e  e x c h a n g e
p r o c e s s e s  c a n n o t  b e  n e g l e c t e d .  F u r t h e r m o r e  w e  c a l c u l a t e d  b r e a k u p
c r o s s - s e c t i o n  f o r  t h e  r e a c t i o . t  p  4 H "  -  3 H e  n  p r a t  a b o u t  4 7  M e V .
I n  t h i s  e n e r g y  r e g i o n  v , / e  c a n n o t  a c c u r a t e l y  c a l c u l a t e  t h e  r e q u i r e d
/ ^ c F - ^ r ^ 1 1 \  ^ 1 - - , :  ^  ^ - - r . : t s . , r ^ ^  * L ^ - e f o r e  W e  h a d  t O  i n t f O d u c e  t \ . d o\ u r r  J r r s r ! /  E r d D L r L  d u l P r r L u u E È ,  L l r E r
a d j u s t a b l e  c o e f f i c i e n t s  i n  o r d e r  t o  g e t  s o m e  a g r e e m e n t  w i È h  t h e
e x p e r i m e n t a l  d a t a .  H o w e v e r ,  i t  i s  c l e a r  t h a t  b y  u s i n g  t h e  r e a c t i o n
m e c h a n i s m ,  p r o v i d e d  b y  t h e  p a r t i c l e  e x c h a n g e  r n o d e l ,  w e  c a n  e x p l a i n
q u a l i t a t i v e l y  t h e  o b s e r v e d  c r o s s - s e c C i o n s .
L o n g  b e f o r e  t h e  N - b o d y  i n t e g r a l  e q u a t i o n s  w e r e  a v a i l a b l e ,
m e t h o d s  f o r  t r e a t i n g  n u c l e a r  r e a c t i o n s  r ^ : e r e  d e v e l o p e d .  O n e  c a n  f o r
i n s t a n c e  s o l v e  t h e  S c h r ó d i n g e r  e q u a t i o n  b y  m e a n s  o f  v a r i a È i o n a 1
t e c h n i q u e s .  N e u t r o n - a l p h a  s c a t t e r i n g  c a l c u l a t i o n s  b a s e d  o n  t h e
K o h n - H u l t h é n  v a r i a t i o n a l  p r i n c p l e ,  h a v e  b e e n  p e r f o r m e d ,  y i e l d i n g
m u c h  b e t t e r  r e s u l t s  t h a n  w e  o b t a i n e d .  H o w e v e r ,  i c  i s  r í o r t h w h i l e
to  improve the  approx imat ions  to  the  N-body  in tegra l  equat ions
s ince  here  one can s ta r t  f rom an exac t  theory ,  and fu r thermore
t h r e e - ,  o r  m o r e - b o d y  t h r e s h o l d s  c a n ,  i n  p r i n c i p l e ,  b e  t a k e n  i n t o
a c c o u n t  c o r r e c t l y ,  a  p r o b l e m  w h i c h  h a s  u p  t o  n o w  f o u n d  n o  s a t i s -
f a c t o r y  s o l u t i o n s  i n  o t h e r  t h e o r i e s .
F i n a l l y  c h a p t e r  2  o f  t h i s  t h e s i s  c o n t a i n s  t h e  t h e o r e t i c a l
f ramework  we need in  the  subsequent  chapters .
